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ついては [2], [4]の入門書を参照されたい．紙数の都合上，本稿で挙げた Fourier解析の基本




以下では、扱う波や信号は実数全体 ( Rで表す ) で定義された実数値または複素数値の
関数 f(t) として表わされているとする．f(t)が，定数 P ( ̸= 0 ) に対して
(1) f(t) = f(t+ P )
を満たすとき，f(t)を周期関数といい，P を f(t)の周期 ( period ) という．このとき，任
意の整数 nに対して
f(t) = f(t+ nP )
が成り立つから，nP も f(x)の周期となる．周期のうちで正の値の最小のものを基本周期と
いう．以後，基本周期のことを単に周期ということにする．








例 2 関数 f(t) = cos t+ sin√2tは周期関数ではない．もし，f(t)が周期 P ( > 0 ) をもつ
とすると，
f(P ) = cosP + sin
√
2P = f(0) = 1
f(−P ) = cosP − sin
√
2P = f(0) = 1
より，
cosP = 1 , sin
√
2P = 0
を得る．これより，自然数 m, n が存在して，P = 2mpi, √2P = npi が成り立つから，√
2 = n/(2m)となってしまい，これは√2が無理数であることに矛盾する．
周期P の周期関数に対して逆数 1/P を周波数 ( frequency ) または振動数といい，2pi/P
を角周波数という．時間の単位の秒 ( second )に対する周波数の単位はヘルツ ( Hz )が用い
られる．音波の場合，人間が耳で聞くことのできる音の周波数は 50Hzから 20kHz(20,000Hz)
までとなっており，音はその周波数が大きいほど高音になる．
例 2の関数 f(t) = cos t+sin√2tは周期関数ではないが，２つの周期関数の和になってい
る．このことは f(t)が周期 2pi（周波数 1/2pi）の成分 cos tと周期√2pi（周波数 1/√2pi）の
成分 sin√2t の和に分解されることを示している．
3 Fourier 級数の定義














f(t) sinnt dt ( n = 1, 2, · · · )(3)
が存在するとき an, bnを f(t)の Fourier係数といい，形式的に















(ak cos kt+ bk sin kt)
















cosnt cos kt dt+ bk
∫ pi
−pi
cosnt sin kt dt
)
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となる．整数 n, kに対して，三角関数の積分∫ pi
−pi
cos kt dt =
{
2pi ( k = 0 )
0 ( k ̸= 0 ) ,
∫ pi
−pi
sin kt dt = 0(6)
∫ pi
−pi
cosnt cos kt dt =

2pi ( n = k = 0 )
pi ( n = k ̸= 0 )




sinnt sin kt dt =

pi ( n = k ̸= 0 )
0 ( n = k = 0 )




cosnt sin kt dt = 0(9)





























(an cosnt+ bn sinnt)
において，関数




+ n2y = 0
の解である．このことから，Fourier級数は元の関数 f(t)を周波数が 1/2piの整数倍の単振
動の和に分解したものと考えることができ，Fourier係数 an, bnを求めることは f(t)に含ま
れる周波数 n/2piの単振動の成分を求めることに他ならない．
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f(t)e−int dt ( n ∈ Z )
となる．複素 Fourier級数の式において，関数 eint, e−intはそれぞれ複素平面における反時
計回り，時計回りの周期 2pi/nの等速円運動を表している．
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定義 3 関数 f(t)が区間 [ a, b ]で区分的に連続 ( piecewise contimuous ) であるという
のは，有限個の点
a = a0 < a1 < a2 < · · · < an−1 < an = b
があって，f(t)は開区間 ( aj , aj+1 )で連続であり，片側極限値
lim
x→aj+0
f(t) = f(aj + 0) , lim
x→aj−0
f(t) = f(aj − 0)
が存在して有限であることをいう．さらに，導関数 f ′(x)が開区間 ( aj , aj+1 )で存在して連
続で，その片側極限値
f ′(aj − 0) = lim
h→−0




f(aj − t)− f(aj − 0)
−t
f ′(aj + 0) = lim
h→+0




f(aj − t)− f(aj + 0)
−t
が存在して有限なとき，f(t)は [ a, b ]で区分的に滑らか ( piecewise smooth ) または区
分的にC1級であるという．
Fourier級数の第N 項までの和（部分和）を sN (f, t)とする．すなわち











である．部分和 sN (f, t)の収束について次の定理が成り立つ．
定理 4 (Dirichlet-Jordan)




sN (f, t0) = f
∗(t0) =
f(t0 + 0) + f(t0 − 0)
2
特に，f(t)が t0で連続ならば部分和 sN (f, t0)は f(t0)に収束する．
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例 5 関数 t ( −pi ≦ t < pi ) を図のように周期 2piの関数に拡張した関数 f(t)の Fourier級
数に対して
an = 0 , bn =
2(−1)n−1
n










例 6 関数 |t| ( −pi ≦ t ≦ pi ) を図のように周期 2piの関数に拡張した関数 f(t)に対して





( n ≧ 1 ) , bn = 0






















































定理 8 　周期 2piの関数 f(t), g(t)の複素 Fourier係数を cn(f), cn(g)とする．|f(t)|2,





































周期 2T の関数は {ein piT t}∞n=−∞ によって展開することができた．R全体で定義された周期



























































































































fˆ(ω)eiωt0 dω = f∗(t0) =
f(t0 + 0) + f(t0 − 0)
2
さらに，|fˆ(ω)|が Rで積分可能ならば



















が成り立つことがわかる．積分の中に現れる関数 eiωt = cosωt+ sinωt は周波数 |ω|/2piの






f(t)に対して，図のように，離散的な関数値 {f(nT ) | n ∈ Z }を選ぶことによりデジタル方








数 T > 0に対して



















サンプリング定理は，f(t)が 1/2T = (1/2pi)(pi/T )より大きな周波数の成分を含まなけれ
ば，その 2倍の周波数 1/T に対応する間隔 T でサンプリングしたデータ {f(nT )}から f(t)
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